Appunti sulla similitudine  - 3B 2004

La relazione di similitudine
La similitudine è una trasformazione geometrica.

Essa lascia inalterata l’ampiezza degli angoli della figura ma cambia le misure dei suoi lati, del perimetro e dell’area.

Questa trasformazione, quindi, cambia le misure ma non cambia le forme. (un quadrato resta un quadrato; un trapezio isoscele resta un trapezio isoscele ecc.)
Il cambiamento delle misure è regolato dal rapporto di similitudine (indicato con k) secondo la seguente regola:

i lati corrispondenti di due figure simili sono in rapporto costante; 
questo rapporto è il rapporto di similitudine k.

k quindi è un rapporto e si scrive come tutti i rapporti con:

· un numero decimale anche periodico (esempio: 0,3 oppure 3,5)

· una frazione ridotta (esempio: 1/2  oppure 4/3 ).

· un rapporto scritto in modo classico (esempio: 1:200)
Considerazioni sul rapporto di similitudine k:

1) se k<1 allora la figura viene ridotta
2) se k>1 allora la figura viene ingrandita
3) se k=1 le figure sono congruenti (quindi la congruenza è una particolare similitudine)

per un corretto calcolo del valore di k bisogna conoscere le misure di due lati corrispondenti nella trasformazione; bisogna fare il rapporto fra la misura del lato dopo la trasformazione e quella dello stesso lato prima della trasformazione.
Esempio:

un triangolo T1 ha la base di 12 cm e viene trasformato per similitudine in un altro triangolo T2 avente una base di 36 cm. Qual è il valore di k?
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Seguendo le regole dobbiamo fare il rapporto fra la base dopo la trasformazione (36 cm) con la base prima della trasformazione (12 cm) cioè 
baseT2/baseT1
Base T2/base T1 = 36 cm/12 cm = 3/1 

k vale 3/1 (che si può anche scrivere semplicemente 3); 
siccome k>1 è un ingrandimento (vedi figura).
K viene anche chiamato rapporto di similitudine lineare
Perché esso riguarda solo le misure lineari delle figure

(lati, diagonali, altezze, perimetri ecc..).

Per quanto riguarda le aree, invece, esse non ubbidiscono a k ma a k2. Nella trasformazione precedente l’area del triangolo T2 è 9 volte più grande di quella di T1 (se k=3 allora k2=9).

Dove si utilizzano queste trasformazioni geometriche? Un ambito molto importante è nella cartografia cioè mappe topografiche, carte geografiche ecc.. Queste sono tutte similitudini per riduzione (k<1). In questo caso è obbligatorio indicare il rapporto (in genere con la scrittura classica come per esempio 1:3000) Più basso è il rapporto più forte è la riduzione; se vuoi farci stare una cartina della Lombardia e una dell’Europa su due fogli di carta in formato A4 è ovvio che quella dell’Europa deve avere una k più piccola di quella della Lombardia (devi ridurla di più).
Un altro ambito è nel disegno tecnico dove si possono rappresentare strutture tecnologiche con ingrandimenti (per oggetti piccoli) o con riduzioni (per oggetti grandi). In questi ambiti k viene chiamato rapporto di scala. Ad esempio per i disegni tecnici di strutture edilizie (appartamenti, box, cantine, mansarde ecc..) i geometri disegnano le piante in scala 1:200.
Definizioni

in base al rapporto di scala k si possono definire le carte:

· Pianta (k>1:500) [esempio: un appartamento]

· Mappa (k compresa fra 1:500 e 1:5.000) [esempio: un edificio scolastico]

· Carta topografica (k compresa fra 1:5.000 e 1:1.000.000) [esempio: il quartiere di una città]

· Carta geografica (k < 1:1.000.000) [esempio: l’Italia]
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Date due figure simili F e F’ con k=(3:2)
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Si avrà:

A’B’ : AB = B’C’ : BC = C’D’ : CD = D’E’ : DE = E’A’ : EA = 2p(F’) : 2p(F) = 3 : 2
Prendendo due rapporti qualsiasi di questa catena puoi avere una proporzione valida. 

Esempio: supponiamo di sapere che AB misura 14 cm; possiamo trovare il suo lato corrispondente A’B’? Prendiamo il primo e l’ultimo rapporto della catena e facciamo una proporzione valida

A’B’ : AB = 3 : 2
Al posto di A’B’ mettiamo la x e al posto di AB 14 cm

x : 14 = 3 : 2 
per cui 
x=14*3/2=21 cm
risposta: A’B’ misura 21 cm. 
Nota importante:

se due figure F e F’ sono simili per un rapporto uguale a k anche F’ è simile ad F ma con un rapporto esattamente inverso al primo, cioè 1/k.

Invertendo la trasformazione, quindi, si inverte il rapporto k. E’ estremamente importante l’ordine della trasformazione. Non ci si deve confondere perché il rapporto k è una divisione e la divisione non è una operazione commutativa (4/3 è diverso da 3/4).
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L’Omotetia

Con questo nome si identifica una trasformazione geometrica che comporta una similitudine.

Per sviluppare una omotetia sono necessari:

· una figura (chiamiamola F)

· un centro (punto O)

· un rapporto (k) che può essere positivo o negativo
la figura trasformata F’ (chiamata omotetica) verrà “proiettata” dalla stessa parte rispetto al centro se il rapporto è positivo, dall’altra parte se è negativo. Inoltre verrà ingrandita se il valore assoluto di k è maggiore di 1 e ridotta in caso contrario (se il v.a. di k=1 le misure non cambiano).
Se k è positivo (k>0) l’omotetia è diretta e la figura non si capovolge; se k è negativo (k<0) l’omotetia si dice inversa e la figura si capovolge.






I due teoremi di Euclide
I due teoremi di Euclide riguardano il triangolo rettangolo e le relazioni che esistono fra i cateti (c1 e c2) , l’ipotenusa (i) , le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa (p1 e p2) e l’altezza relativa all’ipotenusa (h).

Primo teorema
In un triangolo rettangolo ciascun cateto è medio proporzionale fra l’ipotenusa e la sua proiezione sull’ipotenusa.


o anche

Geometricamente significa che il quadrato che si costruisce su un cateto è equivalente (ha la stessa area) del rettangolo che ha per dimensioni l’ipotenusa e la proiezione di quel cateto sull’ipotenusa. (vedi figure)

Secondo teorema

In un triangolo rettangolo l’altezza relativa all’ipotenusa è media proporzionale fra le due proiezioni dei cateti sull’ipotenusa.


Geometricamente significa che il quadrato che si costruisce sull’altezza relativa all’ipotenusa è equivalente (ha la stessa area) del rettangolo che ha per dimensioni le due proiezioni dei cateti sull’ipotenusa. (vedi figura)
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Esempio di


OMOTETIA DIRETTA e


CON INGRANDIMENTO


k > 0 (positivo)


valore assoluto di k > 1





potrebbe essere k=2





OM’ : OM = 2 : 1
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Esempio di


OMOTETIA INVERSA e


CON RIDUZIONE


k < 0 (negativo)


valore assoluto di k < 1





potrebbe essere k=-1/3





OM’ : OM = 1 : 3
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Alcuni  oggetti molto comuni sono stati costruiti con figure omotetiche.





i : c1 = c1 : p1





i : c2 = c2 : p2





p1 : h = h : p2
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